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Kuantum Hesaplama

Figure: Richard Feynman

e Kuantum hesaplama fikrini ilk olarak

Richard Feynman, 1982 yilinda ortaya
att.9

Fikrin ¢cikis noktasi karmasik kuantum
sistemleri klasik bilgisayarlara gore
daha verimli sekilde simule edebilecek
bir hesaplama yontemi bulmakti.

Klasik hesaplamada, n elektron
spininden olusan bir sistemi simule
etmek icin 2" adet degisken gerekiyor.
Kuantum hesaplamayla ayni sistem n
degisken kullanilarak simule
edilebiliyor.

aRRkmmmijMmpwwﬁmmmmmmmmmmMMMMMm
of Theoretical Physics 21, 467 (1982).
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Kuantum Hesaplama

e Zaman icinde kuantum hesaplamanin
bazi klasik problemleri klasik
hesaplamadan daha kisa surede
c¢ozmek icin de kullanilabilecegi
kanitlandi.

e Peter Shor, 1994 yilinda asal carpan
bulma ve ayrik logaritm icin
kullanilabilecek kuantum algoritmalar
gelistirdi. @

e Lov K. Grover, 1996 yilinda arama
problemini klasik algoritmalardan daha
kisa surede ¢6zebilen kuantum arama
algoritmasini gelistirdi.

9. W. shor, Polynomial-time algorithms for quantum computation: FlgU re: Lov K. Grover
Discrete logarithms and factoring, in Proceedings of the 35th Annual Symposium
on Foundations of Computer Science (IEEE, 1994).

bL. K. Grover, A fast quantum mechanical algorithm for database search, in
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Arama Problemi

e Arama problemi, verilen bir kime icerisinden belli bir kosulu
saglayan bir elemanin yerini tespit etme problemidir.

¢ Verilen kosulu saglayan elemanlara ¢6zum adi verilir.

e Arama kumesi icindeki bir eleman ¢6zimse, bu elemanin
indeksi olan i/, f(i) = 1 sonucunu verir. Bu eleman bir ¢6zim
degilse f(i) = 0 olur.

e En genel haliyle arama problemi, verilen bir kimede bulunan

N adet eleman icinde M adet ¢c6zimden birinin bulunmasi
olarak tanimlanabilir.

e Klasik hesaplamayla bu problemin ¢ézulmesi ortalama N/M,
en kotu durumda ise N — M deneme gerektirir.

e Grover Algoritmasi bu problemi O(\/N/M) denemede
¢ozebilir. !

! L. K. Grover, Quantum mechanics helps in searching for a needle in a haystack, Physical Review Letters 79, 325 (1997).
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Grover Algoritmasi

e Grover algoritmasi, bir kimedeki elemanlari teker teker
denemek yerine n qubitle temsil edilen bir kuantum uzayda
rotasyon yaparak arama problemini ¢ézer.

e Algoritmanin baslangicinda arama kiimesinde bulunan tim
indekslerin siperpozisyonu durumundaki bir kuantum
durumu olusturulur.

o) = Z i) (1)

¢ Sonrasinda bu kuantum durumuna ust Uste "kahin” ve
"yansitma"” operatorleri uygulanarak rotasyon yapilir.
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Grover Algoritmasi

e Kahin operatoru bir indeksin ¢ozUmlerden birine ait olup
olmadigina bakar.

e Eger indeks ¢c6zumlerden birine aitse kuantum durumuna bir
faz uygular.

O [po) = fZ( 1)/ 0 1i) (2)

e Yansitma operatoru baslangic durumuna (|ig)) gére bir
yansitma yapar.

R = 2vo) (ol — 1 ()

e Bu iki operatdrun ard arda uygulanmasina Grover yinelemesi
(ya da Grover operatoru) adi verilir.

G = RO (4)
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Grover Algoritmasi

e Grover operatorunun nasil calstig gérsel olarak anlatilabilir.

® Arama probleminin tim ¢6zamlerini iceren kimeye S adini
verelim.

e Kuantum halleri |s) ve |ns) sirasiyla tim ¢6zim indekslerinin ve
¢6zum olmayan tim elemanlarin indekslerin
superpozisyonundan olusur.

|s) \FZ“ (5)

ieS

|ns) =

\/W%" (6)

8/29



Grover Algoritmasi

A ’s)

70)

>|Nns)

Figure: ilk Grover yinelemesi

e Grover yinelemesi kahin ve

yansitma operatdrlerinin
sirayla uygulanmasindan
olusur (G = RO).

Kahin operatoru |ns)
durumuna gore bir yansitma
operatoru gorevi gordar.
Sonrasinda yansitma
operatoru |¢p) durumuna
gore bir yansitma yapar.

e Bu iki operatdrun arka

arkaya uygulanmasi sonucu
2¢ miktarinda bir rotasyon
yapilmis olur.
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Grover Algoritmasi

e Grover yinelemesi kahin ve

118) yansitma operatorlerinin
sirayla uygulanmasindan
olusur (G = RO).

e Kahin operatoru |ns)
durumuna gore bir yansitma
operatoru gorevi gordar.

e Sonrasinda yansitma

Vo) operatoru |¢p) durumuna
>|Nns) gore bir yansitma yapar.
O [vo) ® Bu iki operatorun arka
arkaya uygulanmasi sonucu
Figure: ilk Grover yinelemesi 2¢ miktarinda bir rotasyon

yapilmis olur.
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Grover Algoritmasi

e Grover yinelemesi kahin ve

118) yansitma operatorlerinin

sirayla uygulanmasindan

olusur (G = RO).

e Kahin operatoru |ns)
Gvo) durumuna gore bir yansitma
operatoru gorevi gordar.

e Sonrasinda yansitma

2¢ [vo) operatdrii |1) durumuna
>|Nns) gore bir yansitma yapar.
O [vo) * Bu iki operatorun arka
arkaya uygulanmasi sonucu
Figure: ilk Grover yinelemesi 2¢ miktarinda bir rotasyon

yapilmis olur.
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Grover Algoritmasi

e Grover operatoru G|ig) durumu
+ls) Uzerinde tekrar uygulandiginda
da benzer bir etki yapar.

 Once kahin operatéri G|iyg)
durumunu |ns) durumuna gore

G |1bo) yansitir.

e Sonrasinda yansitma operatoru
OG |1p) durumunu [vg)
durumuna gore yansitir.

e Sonuc olarak Grover yinelemesi
tekrar uygulandiginda, bir kez
daha 2¢ miktarinda rotasyon
yapiimis olur.

2¢ )

»|ns)

Figure: ikinci Grover yinelemesi
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Grover Algoritmasi

A‘s>

e Grover operatoru Glig) durumu
Uzerinde tekrar uygulandiginda
da benzer bir etki yapar.

G |vo)  Once kahin operatéri G|iyg)
durumunu |ns) durumuna gore
yansitir.

2¢ o) e Sonrasinda yansitma operatoru
»|Ns) OG |1o) durumunu [vg)
K1) durumuna gore yansitir.

e Sonug olarak Grover yinelemesi
tekrar uygulandiginda, bir kez
daha 2¢ miktarinda rotasyon
yapiimis olur.

OG [t0)

Figure: ikinci Grover yinelemesi
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Grover Algoritmasi

A‘s>

e Grover operatoru Glig) durumu
Uzerinde tekrar uygulandiginda

2
G" [v0) da benzer bir etki yapar.

G |vo) e Once kahin operatorii Glvo)
durumunu |ns) durumuna gore
yansitir.

o) e Sonrasinda yansitma operatoru
>|ns) OG |1)o) durumunu |e)

durumuna gore yansitir.

e Sonug olarak Grover yinelemesi
tekrar uygulandiginda, bir kez
daha 2¢ miktarinda rotasyon
yapiimis olur.

OG [t0)

Figure: ikinci Grover yinelemesi
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Grover Algoritmasi

e Grover yinelemesinin bu tanimi kullanilarak m defa Grover
operatdru uygulandiktan sonra elde edilen kuantum durumu
asagidaki gibi gosterilebilir.

G™ [tho) = sin[(2m + 1)¢] |s) + cos[(2m + 1)¢] |ns) (7)

e Aranacak kiimenin eleman sayisinin ¢ok buyuk oldugu kabul
edilebilir. (N > 1). Bu kabulle, tek ¢c6zUm olan durumda
(M = 1) asagidaki yakinlastirmalar kullanilabilir.

1

sin<ﬁ = ;7?6 ~ ¢ (8)
) s (27 2m
G |1o) ~ sin (W) |s) 4 cos (W) |ns) (9)
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Grover Algoritmasi

e Bu yakinlastirmalarla, m adet Grover yinelemesi sonrasinda
olusan kuantum durumunda yapilan bir élcimde ¢6zUmun
bulunma olasiligl su sekilde olur:

2m

P(m) — sin? (ﬁv) (10)

e Bu durumda, 7/4V/'N adet Grover yinelemesi sonucunda
¢6zUmun bulunma olasihgr 1 olur.

16/29



Grover Algoritmasi
lyilestirmeler

1997 yilinda yayinlanan bir makalede 0.785+/N yerine daha az
sayida yineleme kullanilarak yapilan ard arda aramalarin
beklenen toplam yineleme sayisini distrdigu kanitlandi.?

E = m+ cos® <%>m+cos4<\2/r%>m+... (11)

o

j>1

e Bu esitlik optimize edildiginde, her arama icin optimum
yineleme sayisi 0.583+/N olarak bulundu. Bu durumda
beklenen toplam yineleme sayisinin 0.690v/N oldugu gosterildi.

2M. Boyer, G. Brassard, P. Hayer, and A. Tapp, Tight bounds on quantum searching, Fortschritte der Physik 46, 493
(1998).
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Onbilgi Sahibi Olunan Kiimeler

Simdiye kadar anlatilan tim arama problemlerinde tim

elemanlarin ¢6zum olma olasiliginin esit oldugu varsayildi.

¢ Onbilgi sahibi olunan kiimelerde elemanlarin ¢6ziim olma
olasiliginin 6nceden bilinen bir dagihm fonksiyonuna uydugu
var sayilir.

e indeksi i olan bir elemanin problemin ¢ézimlerinden biri
olmasinin olasiligi p; olarak verilmistir.

e Tek ¢6zUm olan durumda, bu ayrik olasiliklar asagidaki kosulu

saglar.

2

pi =1 (13)

Il
o
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Jenerik Arama Metodu
Prosedur

e Orijinal Grover Algoritmasi'nda aranan kiime icindeki tim
elemanlarin ¢6zum olma olasiliginin esit oldugu varsayilir ve
baslangic durumu olarak |v) kullanilir.

¢ Onbilgi sahibi olunan kiimelerde arama yapildiginda, farkl
kuantum durumlari kullanilarak beklenen toplam yineleme
sayisi azaltilabilir.

N—-1
) =Y cili) (14)
i=0

¢ Jenerik arama metodunda, ¢6zim bulunana kadar, farkl
baslangic durumlari ve farkh yineleme sayilariyla ard arda
kuantum aramalar uygulanir.
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Jenerik Arama Metodu
Degiskenler ve Sabitler

Jenerik Arama Methodu’nu tanimlamak ve beklenen toplam
yineleme sayisini ifade edeblimek icin kullanilan parametreler
soyledir:

¢ p;: Bilinen olasilik dagihminda, ¢6zimun indeksinin i olma
olasiligi
* |¢): Arama j icin kullanilan baslangi¢ durumu

. c,.(j): Arama j icin kullanilan baslangi¢ durumunda i indeksinin
katsayisl

® ¢;: C6zUm indeksinin i oldugu durumda baslangi¢c durumuyla
|ns) arasindaki aci

* m;: Arama j sirasinda uygulanan Grover yinelemesi sayisi

o 0,("): C6zUm indeksinin i oldugu durumda, arama j bittikten
sonraki kuantum durumu ile |ns) arasindaki aci
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Jenerik Arama Metodu
Parametreler

e Grover Algoritmasi icin kullanilan tanimlar ve kabuller
kullanilarak bu parametreler arasinda asagidaki iliskiler

kurulabilir.
N—1
) = P iy (15)
i=0
C,U) = arcsin d),(.j) ~ qﬁgj) (16)
ij) ~ 2m,-c,-(j) (17)

e Gosterim kolayligi icin, beklenen deger ifadesinde m; ve 0{
degiskenleri kullanildi. Bu degiskenlerin optimum degerleri
bulunduktan sonra |¢;) kolayca bulunabilir.
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Jenerik Arama Metodu
Beklenen Toplam Yineleme Sayisi

e C6zUum indeksinin i oldugu durumda, beklenen toplam
yineleme sayisi, olasiliksal kuantum aramaya benzer sekilde
bulunabilir.

Ej = my + cos? 0,(1)m2 + cos? 0,(1) cos? 952)m3 + ... (18)

E,_ijHcos 0 (19)

j>1 =

e Yukarida verilen tanim ve olasilik degerleri kullanilarak,
beklenen toplam yineleme sayisi soyle gosterilir:

E— Z P> m H cos? oX) (20)

=0 >

22/29



Jenerik Arama Metodu
Degistirilmis Metot

e Beklenen yineleme sayisi icin verilen ifade sonsuz sayida
degisken icerdigi icin, analitik veya nUmerik yontemlerle
parametreleri optimize etmek mumkun degildir.

e Beklenen degerin minimumuna yakinsamak icin verilen
metota cok benzeyen ancak sonlu sayida kuantum arama
iceren bir metot kullanilabilir.

e Bu metot, en fazla s adet arama iceren ve son adimi sonucu
kesin olarak bulabilecek sekilde dizayn edilmistir

(ms = 7/4VN).

s j—1

E= Zp,ijHcos 6" (21)

i=0 j=1 k=1
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Jenerik Arama Metodu
Optimizasyon

e Metodun degistirilmis halinde beklenen yineleme sayisi sonlu
saylda parametre icerdigi icin, bu parametrelerin optimum
degerleri Lagrange carpanlari yontemiyle bulunabilir.

e Bu yéntemi uygulamak icin [¢;) durumunun normalizasyon
esitligi kullanilarak asagidaki kisit ifadesi turetilmistir.

2

[e,(f)} — 4n? (22)

Il
o

i

e Bu esitlik ve E icin verilen esitlik kullanilarak asagidaki
Lagrange fonksiyonu yaziimistir.

s—1 N—1
L= Zp,ijHcos 9 Z/\ ( {ij)]2—4mf> (23)

i=0 j=1 k=1 j=1 i=0
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Jenerik Arama Metodu
Optimizasyon

e Beklenen yineleme sayisinin minimum oldugu nokta, bu
fonksiyonun varyasyonunun sifira esit oldugu noktadir.

® Bu nokta, £ fonksiyonunun m;, Hfj) ve )\; parametrelerine gore
alinan kismi turevleri sifira esitlenerek bulunabilir.

N—1  j—1 .
Z pi H cos? 91(1)* =8\/m; (24)
i=0 k=1
N—1
|09 } — 4m? (25)
i=0

Di cosG *sin «9 Z H cos G(k)* = )\*9(0* (26)

j=1+1 k<j
k£l
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NUmerik Analiz Sonuclari

8 farkli olasilik dagilimr icin yapilan nimerik analizin sonucunda,
E’'nin minimum degeri icin bulunan tahminlemeler asagida
verilmistir.3 4

) | o E E/VN
1 0.287N | 0.690VN 1
2x 0.236N | 0.627V'N 081~ s

3x2 | 0.194N | 0.559v'N L

4X3 0163N 0507\/N 0-6"”*:**77 —7:7,,,:
5x* | 0.141N | 0.466VN 04l
6x5 | 0.124N | 0.433V/N | ‘
exp | 0.033N | 0.213VN 024- A4--- S

hnorm | 0.100N | 0.406VN

l »/o/N

0.2 04 06 0.8

30rijinal grover algoritmasi ¢oziim icin 0.785v/N yineleme gerektirir.
40laslliksal kuantum aramada beklenen yineleme sayisi 0.690+/N'dir.
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NUmerik Analiz Sonuclari

e Yukarida verilen grafikte, beklenen yineleme sayisi ve verilen
olasilik dagiliminin standart sapmasinin koku arasinda lineer
bir iliski oldugu gorulmektedir.

e Bu lineer iliski asagida verilmistir.

E =1.267\/c (27)

e Bu iliski kullanilarak verilen bir olasilik dagihmi icin jenerik
arama metodunun beklenen yineleme sayisi yaklasik olarak
bulunabilir.

e Bu analizde kullanilan tim olasilik dagihmlari monotondur.
Monoton olmayan olasilik dagilimlari icin beklenen deger
bulunurken dnce dagilimin siralanmis halinin standart dagilimi
bulunup, sonrasinda yukaridaki esitlik kullaniimalidir.
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¢ Jenerik arama metodu sayesinde olasilik dagihmi bilinen
kimelerde daha az islem guictyle ve daha kisa sirede
kuantum arama yapilabilir.

e Bulunan lineer iliski sayesinde verilen bir olasilik dagilimi icin
ka¢ adet Grover yinelemesi uygulanarak sonucun
bulunabilecegi kolayca hesaplanabilir.

e Sifre ¢cdzmek icin kullanilan kaba kuvvet algoritmalarinda daha
olasi olan sifreler bilindigi icin, bir olasihk dagihmi olusturulup
jenerik arama metodu kullanilabilir.

e Merkezi limit teoremi sayesinde, bazi buyuk boyutlu
problemlerde muhtemel ¢c6zimlerin normal dagihma uydugu
kabul edilerek jenerik arama metodu kullanilabilir.
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